Turunan Fungsi

Penggunaan Konsep dan Aturan Turunan
Penggunaan Turunan untuk Menentukan Karakteristik Suatu Fungsi

Model Matematika dari Masalah yang Berkaitan dengan
Ekstrim Fungsi

Penyelesaian Model Matematika dari Masalah yang Berkaitan dengan
Ekstrim Fungsi dan Penafsirannya

Dengan bertambahnya jumlah penduduk, maka kebutuhan akan adanya perumahan
juga bertambah. Peristiwa ini dikatakan bahwa laju jumlah penduduk sejalan dengan
bertambahnya perumahan. Dalam kehidupan sehari-hari, kamu dapat menjumpai
istilah-istilah laju penyebaran penyakit, laju kecepatan kendaraan, dan sebagainya.
Kejadian-kejadian seperti ini dapat diselesaikan dengan turunan fungsi yang merupakan
tahapan awal dari kalkulus diferensial.

Dalam bab ini kamu akan mempelajari mengenai konsep turunan fungsi dalam
pemecahan masalah. Dengan mempelajarinya, kamu akan dapat menggunakan konsep
dan aturan turunan fungsi untuk menghitung dan menentukan karakteristik turunan
fungsi, merancang model matematika dari masalah yang berkaitan dengan ekstrim
fungsi, sekaligus menyelesaikan dan memberikan penafsirannya.
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° Penggunaan Konsep dan Aturan Turunan

1. Turunan Fungsi Aljabar

Menghitung Limit Fungsi yang Mengarah ke Konsep Turunan

Dari grafik di bawah ini, diketahui fungsi y = f{x) pada interval k < x <k + h,
sehingga nilai fungsi berubah dari f{k) sampai dengan f{k + ).

MY y=/x)

fik + h)

} Sk + h)— fk)
Sk)

h
X

k k+h

Perubahan rata-rata nilai fungsi f terhadap x dalam interval £k < x < k + & adalah

S+ = f0) _ Sk+D= /K)o nilai k makin kecil maka nilai
k+h)—k 7

g L+ =1 ®

h—0

disebut laju perubahan nilai fungsi f pada x = £. Limit ini

disebut turunan atau derivatif fungsi fpada x = £.

hmf(x—i_hlz_f(x)

h—0

disebut turunan fungsi /di x yang ditulis dengan notasi f”(x),

sehingga kita peroleh rumus sebagai berikut:

f/(x) _ Ellir(}f(x-i_h}z_f(x)

Jika nilai limitnya ada, fungsi f dikatakan diferensiabel di x dan f” disebut fungsi
turunan dari /. Turunan dari y = f{x) seringkali ditulis dengan y’= f’(x). Notasi dari

RN Lo dy d f(x)
y'= f’(x)juga dapat ditulis: i dan o

Untuk lebih memahami tentang turunan, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

Tentukan turunan pertama dari:
a. filx)=8 c. flx)y=x>+5

b. filx)=x-2 d. f(x)z%
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Penyelesaian
a. filx)=8
, = f(x)
S = ey
— im3=8 g

Jadi, turunan fungsi konstan adalah nol.

b. fixy=x-2
fx+h)y=x+h-2

oy~ e TR = f(x)
S @)= lim h
o Xx+h-2—-(x-2)
= lm 7
_ limx+h—2—x+2
- h—0 h

— lim® = m1 o=
h—0 h—0
c. flxy=x*+5
flx+h)=(x+hP+5
=x3+3x*h + 3xh*+ B* + 5

von o S+ = f(x)
S@) = lim=—

_ limx3 +3x°h+3xh> + 1’ +5—(x’ +5)
h—0 h

_ limx3 +3x%h+3xh* + B +5-x" =5
h—0 h

— lim 3x*h+3xh: + i
h—0 h

— lim h(3x” +3xh+ 1)
h—0 h

_ lim (3x7 +3xh+77)
h—0

= 3x*+3x.0+0?

= 3x2+0+0 = 3x?

d foy = 2

f/(x) _ ]illi,%f(x-i-h]z_f(x)
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+

NI
=0

. X
= lim
h—0

2x-2(x+h)
_ . (x+h)x
= Jm—
1mZx—Zx—Zh
h—0 h.x(x+h)
_ 1im_—2h
n—0 hx(x+h)
lim——2
h=0  x(x+h)
) )

x(x+0) x_2

fx+h) - f(x)
h

Dengan menggunakan rumus f”(x) = %HI(} , lengkapilah tabel berikut.

Ax) 1 X Pl Il I . X"

fx | 0 1| 2x [ 3| ... | .. | .| nx"!

Dari tabel dapat dilihat bahwa jika f{x) = x", maka f’(x) = nx""!, atau:

jika f{x) = ax", maka f’(x) = anx""!

Contoh soal
Carilah f’(x)jika diketahui fungsi berikut.

a. flx)= 342 c. flx)=4x3
b S Lo
- =5 - =377
Penyelesaian
a. flx)= 3t = x% c. flx)=4x
2 ’ = 3-1
, _ 2.5 f'(x)y=4.3x
S ) 3X _ o
1
= 2,73
- 3% 2x° 2x° 7
d. fix)= = =£x?
2 2 W ogp 3
, 2 41 Mo
b f)= S =51 f@= 51y
o 1
’ _ 2 -1 — ;éxz
S )= 5(2)x 32
-10 1
=—10x’3=7 = x? = Jx
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7 .
QLatlhan 8,1)

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan menggunakan rumus f’(x) =

i LGN = 1)

h—0 h

a. fix)=2 d. flx)= %
b. fix)y=2x-5 e. fix)=2.x
c. flx)= %

2. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan menggunakan rumus f{x) = x" mempunyai
turunan f'(x) =nx"" .

a. flx) =-5x° d. fix)=-9 x
b f= e flo)= 2;§
c. flx) = %

3. Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

a. Jika f{x) = 4x3, tentukan f'(-1) c. Jikaf{x)= % , tentukan f7(-2)

2
b. Jikaf0x)= 335, tentukan £°(1) d. Jika fix) = XT , tentukan f7(4)
X
4. Carilah f’(x) kemudian nilai fungsi turunan untuk nilai x yang diberikan.
a. flx)=>5x% untuk x =-3 danx =1

b. fix)=2x% untuk x =—1 dan x = 2
c. flx)= x—62,untukx=—1 danx =1

d. fix)=2x,untukx=4danx=9

b. Menghitung Turunan Fungsi yang Sederhana dengan Menggunakan
Definisi Turunan

1) Turunan fungsi yang berbentuky=u v

Bila y = f{x) = u(x) + v(x) di mana turunan dari u(x) adalah u'(x) dan turunan
dari v(x) adalah v'(x), maka turunan dari f{x) adalah f’(x) = u'(x) + v'(x).
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Bukti:
Ax) = u(x) + v(x)
11mf(x+h2_f(x)

h—0

fx)=

lim u(x+h)+v(x+h)—{u(x)+v(x)}
h—0 l’l

_ lim u(x+h)y—u(x)+v(x+h)—v(x)
B h—0 h

_ lim u(x+h)—u(x) lim v(x+h)—v(x)
h—0 h—0 h
S =u'lx) +v'(x)
Dengan cara yang sama, bisa dibuktikan bahwa bila f{x) = u(x) — v(x), maka
) = u'(x) +v(x).

Jadi jikay=u+v, makay'=u'£v"

Agar lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut.

Contoh soal

Carilah f’(x) jika:
a. flx)=3x2+"7x c. j(x)=4x3—5x+%
b, fix) = —x* — 8 d fry=6x— x> +3
Penyelesaian
a. flx)=3x2+"7x

Misal: w=3x* —» u'=3.2.x>"! = 6x'=6x

v=Tx — v=T7.1x1"1=Tx=7.1=7
Jadi jika fix) =u + v, maka f'(x)=u'+v'=6x+7
b. flx) =-x3— 8?
Misal: u=-x —» u'=-3x3"1=-3x?
v=8x* - v'=8.2.x2"'=16x"=16x

Jadi jika fix) = u — v, maka f'(x) =u'—v'=-3x>— 16x

c. f(x)=4x3—5x+%
Misal: u=4x) > u'=4.3x3"1=12x?
v=>5x — v'=5.1x"1=5x"=5.1=5
3 -6
— = _ 2,2 r—= 2 (). y-2-1 = _fFy3 = —
w= 3 3x? - w'=3.(-2)-x 6x o
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Jadi jika fix)=u—v+w, maka f'(x)= u'—v'+w'

= 120 -5+ (52)

6
=12x2—5—F
e. flx)=6x- 3 +3
Misa: u=6x — u'=6-1x'""=6x"=6
2 2 _L
_3f2 _ .3 230 _2,35_ .2 _ 2
v=ANx =X - VvV =%£x =3X = =
3 3 30 3x
w=3 — w=0
Jadi jika fix)=u—v+w, maka f'(x)= u'—v'+w'
2
= 6- +0
33x
2
- 6 —=_
33x

2) Turunan fungsi yang berbentuk y=u.v
Jika y = f(x) = u(x)- v(x), di mana turunan dari u(x) adalah u'(x) dan turunan dari
v(x) adalah v'(x), maka turunan dari f{x) adalah f'(x) = u'(x)- v(x) + u(x) - v'(x).
Bukti:
Jx) = u(x)- v(x)

g L+ )=/ )

h—0

f'x)=

lim u(x+h)-vi(x+h)—u(x)-v(x)

h—0 h

lim u(x+h)-vix+h)—u(x) -v(x)+u(x+h)-v(x)—u(x+h)-v(x)

h—0 h

lim u(x+h)y-vix+h)—u(x+h)-v(x)+u(x+h) v(x)—u(x) v(x)

h—0 h
~ lim u(x+h)-{vx+h)—v(x)} +v(x)-{u(x+h)—u(x)}
h—0 h

u(x+h)—u(x)

v(x+h)—v(x)
h h

= limu(x+h) lim +lim v(x) lim
h—0 h—0 h—0 h—0

S@ = u'(x)-vix) + vx)-u'lx)

Jadijikay=wu-v, makay'=u'v+uv"
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Agar lebih jelas, pelajarilah contoh soal berikut.

Contoh soal

Carilah i jika:

dx
a. y=x(5x+3) c. y=2x+1H(x-5)
b. y=32x+1)x? d y=@-702x-3)

Penyelesaian
a. y=x(5x+3)
Cara I: y=x(5x+3)
y=5x2+3x; maka y'=5.2x2"'+3.1x!!
y'=10x'+3.x°
y'=10x+3-1
dy
y'=10x + 3 atau ax =10x +3
Cara 2: y=x(5x+3)
misa: wu=x — u'=1
v=5x+3 — v'=5+0=5
Jadijikay=u-v, maka y'=u'v+uv'
y'=10Bx+3)+x(5)
y'=5x+3+5x

y'=10x + 3 atau % =10x+3
b. y=32x+1)x?
Cara I: y=3Q2x+ 1) x?
y=6x>+3x3, maka y' = 6-3x3"'+3.2x2"!
= 18x2 + 6x
Cara 2: y=32x+ 1) x*=(2x + 1) 3x2
misal: u=2x+1 — u'=2
v=3xr - v'=3.2x1=6x

Jadijikay=wu.-v, maka y'=u'v+uv'
y'=2.3x*+(2x + 1) 6x
y'=6x>+12x* + 6x

y'=18x*+ 6x
c. y=2x+1)(x-5)
misa: u=2x+1 — u'=2
v=x-5 — v'=

Jadijikay=wu-v, makay' = w'v+uv’
= 2x—5)+2x+ D)1
= 2x—10+2x+1
= 4x-9
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d y=*-702x-3)
u=x*+7 - u'=2
v=2x-3 — v'=2
Jadijikay=u-v, maka y'= u'v+uv’
= 2x(2x-3)+(x*+7)2
= 4x*—6x+2x2+ 14
= 6x’—6x+ 14

Dengan cara yang sama didapat rumus:

Untuk # dan v masing-masing fungsi x, ' turunan dari # dan v’ turunan dari v dan k&
bilangan konstan maka berlaku sebagai berikut.

y=uxv, maka y'=u'£v’
y= ku, maka y'=ku'
y=uv, maka y'=u'v +uv'

’ ’
uv-—uv

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh soal berikut ini.
Contoh soal
1. Carilah turunan pertama dari:

_ 3x-2 b _ X +2x
Y 5x+6 i x-3

a.

2. Carilah turunan pertama dari:
a. y=(x3-3x)
b. y=(2+5x?3

Penyelesaian
1 _ 3x=2
- VT 5x¥6

misa: u=3x-2 — u'=3
v'=5

!

v=5%+6 —
uv—uy 3(5x+6)—(3x—2)5

Jikay = %, maka y' = 7 = (5x+6)
~ 15x+18-15x+10
B (5x+6)
B 28
" (5x+6)°
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Xt +2x
T T x-3
misa: u=x>+2x — u' = 2x+2
v=x-3 —> v =1

wv—w’  (x+2)(x=3)—(x"+2x)-1

Jikay=Y% maka y' = N (x=3)
B 2x* —6x+2x—6—x* —2x
B (x=3)°
X’ —6x—6
(x=3)°

2. a. y=(*-3x)
misal: u=x*-3x — u'=3x*-3
Jikay=wu", maka y' = n-u""'u'
= 2(x*—3x)*" " (3x*-3)
= 2(x* - 3x) 3x2 - 3)
= 2(3x° - 3x3 — 9x* + 9x)
= 2(3x° - 12X + 9x)
= 6x°—24x3 + 18x
b. y=Q2 +5x%°
misal : u=2+5x> — u'=10x
Jikay=u", maka y'= nu"'u’
= 52 +5x%)° ' 10x
50x(2 + 5x2)*

gugas Kelompok )

Coba kamu diskusikan dan buktikan teorema berikut dengan kelompokmu. '
. u ,_u'v—uy'
Jika y = . maka y'= 7

B sreop e e g AT R TR R S g B B TNt S R B AR A S Rt o a2 e g o w5 o

Aturan Rantai untuk Mencari Turunan Fungsi

Untuk mencari turunan dari y = (2x — 5)?, lebih dahulu harus menjabarkan (2x — 5)?
menjadi 4x> — 20x + 25 kemudian menurunkannya satu persatu. Tetapi kamu belum
bisa mencari turunan fungsi yang berbentuk y = /2 + x* . Untuk itu perlu dikembangkan
teknik yang erat hubungannya dengan fungsi-fungsi majemuk yang telah kita pelajari.
Untuk lebih jelasnya, pelajarilah uraian berikut.
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Jika y = fo g sedemikian hingga y = f{g(x)) di mana f'dan g adalah fungsi-fungsi yang
mempunyai turunan, maka y juga mempunyai turunan sehingga:

y'=fgx) -g'tx)

Dalam bentuk lain dapat diuraikan sebagai berikut.

Misalnya = = g(0), maka g0 = &5 dan /" (0) = /') =

sehingga y' = f’(g(x)) -g'(x)

dy _ dy dz

dx dz ~ dx

. dy _ dy dz
Jadl. E—E-dx

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
Tentukan turunan pertama dari y = (2x” +4x —3)"’.

Penyelesaian

Misal: z = 2x*+4-3 — Z’—Z =4x+4
x

d
y = zI0 %d—JZ}IIOZ9

poo D dz
ye= L dx—102~(4x+4)

10(2%% + 4x — 3)°- (4x + 4)

— =
QLatlhan 8.2),

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Carilah turunan pertama dari:
a. y=3x"—12x3+ 5x
b. y=2x-5x>+17x°
c. y= %xz— %x2+3x

2. Carilah turunan pertama dari:
a. y=(x+2)2x-17)
b. y=CBx+4)(5x-2)
c. y=(0Bx+2)(x*-3)
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3. Carilah turunan pertama dari:

_ x—5 _ x*+1
A T ) R
2—5x
b y= x+2

4. Carilah turunan pertama dari:

a y=(x+3) c. y= ¥ +5
b. y=02 —-x)°

5. Carilah turunan fungsi-fungsi di bawah ini, kemudian carilah nilai fungsi turunan
itu untuk nilai x yang diberikan.

2x+6x
3x-1"~
b. y=2x+5)(3x—-2),untukx=-1 d. y=3x>+2)}, untuk x =2

a. y=x>-5x*+3x+4, untuk x =2 c. y= untuk x =1

6. Dengan aturan rantai carilah turunan pertama dari:
1

= (2% — 1) - -
a. y=(2x-1) ¢ Y= 3.4

b. y=3x*-5

2. Turunan Fungsi Trigonometri

Untuk menentukan turunan fungsi trigonometri dapat dicari sebagai berikut.

. +h)-

) = i LEEN =)

Perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal

1. Tentukan turunan dari f{x) = sin x. e
Penyelesaian ’ f Ingat!!
J) = sin x e handh

flx+ h) =sin (x + &), maka

S

. . 1
sind—sinB= 2cos> (4 + B)

sin (4 - B)
vy S (X ER)— f(X)
S = %{%T cos A—cos B=-2 sin%(A + B)-
_ lim sin(x + Z) —sinx sin% (4-B)
h—0 -

2cosl(x+h +x)sinl(x+h—x)
= lim 2 2
- h—0 h
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2cos(x+ lh)sinlh
= lim 2 2

h—0 h
1 sin%h
= lim 2cos (x+=#) lim
-0 27 0.1
2 2h
_ 2cosx
) = CcoSXx

2. Tentukan turunan dari f{x) = cos x.

Penyelesaian
fix) =cos x p——
fix + h) = cos (x + h), maka: ’ (= Ingat” =
, . fx+h)— f(x) 1
)= lime———r cos A= Sec A
cos(x+h)—cosx sin’4 + cos’4 =1
= lim
h—0 h
. X+h+x . x+h—-x
) —2sin ) sin )
= lim
h—0 h
-2 sin 2x2+ h Sing
= lim
h—0 h
94 17 einh 1
oy 2s1n(x+2h)s1n2 5
= lim A
h—0 h 1
2
o h
sin &
— lim —sin(x+lh).1im 2

2

h—0 o 1

= —sin(x+0)-1 = —sinx

gugas Kelompok )

Gaiad

Buatlah kelasmu menjadi beberapa kelompok, buktikan: ]
1. Jika y = tan x, maka y’'= sec’ x ;
2. Jikay = cot x, maka y’ = —cosec? x

3. Jika y = sin u, maka y'= u'cos u

Setelah itu cocokkan dengan kelompok lain, adakan diskusi per kelompok.

B O S F T O S S P AT I I
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Dengan cara yang sama didapat rumus sebagai berikut.
Jika y = sin x, maka y'= cos x

Jika y = cos x, maka y'= —sin x

Jika y = tan x, maka y’' = sec? x

Jika y = cot x, maka y' = —cosec? x

Jika y = sin U, maka y'= U’ cos U

Jika y = sin” U, maka y’'=nsin" ! U cos U’

Jika y = sec x, maka y’ = sec x tan x

PN R =

Jika y = cosec x, maka y' = cosec x cot x

Contoh soal

1. Tentukan turunan pertama fungsi berikut.
a. flx)=sin3x

b. fx) =5 sin (£x+6)

Penyelesaian
a. flx)=sin3x
f'(x) =3 cos 3x

b. fx) = 5sin(£x+6)
f(x)= 5~% cos(%x—l—6)
= cos(%x+6)

dy

2. Jika y =7 tan x, tentukan e

Penyelesaian

_ _ Tsinx
y=7t@nx= <55y

misal: w=7sinx — u'=7cosx

v=cosx — V'= —sinx
M,V—u ’ Phamaniminating
yo= 2 v — . Ingat!!
A4 e e e
. . ) C
7cosx-cosx—7sinx-(—sinx) cos’A4 tsin*4 =1
cos” x 1 )
i e 4 = Sec
_ 7cos’ x+7sin’ x cos A
- 2
cos” x

7(cos” x +sin” x)

COS2 X

7
= 3 = Tsec’x
cos” x
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3. Carilah f”(x) dan nilai f”( %n ) jika diketahui f{x) = x* sec x.

Penyelesaian
flx) = x% sec x

f’(x) = 2x sec x + x? sec x tan x

f’(%n)=2. %msec %n+ (%n)z-sec %n‘tan %n

WA W

T2+ %nz 2. ﬁ

T+ %nz\/g

= -
QLatlhan 8.3)

1.

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

Carilah f”(x) dari fungsi-fungsi di bawah ini.
a. flx)=sin’x c. filx)=6sinx+2cosx
b. flx) =cos?x d. filx)=2cotx

Carilah f”(x) dan nilai dari fungsi 1{ "(x) dari:
a. fix)=4sinx—x* untuk x = ¢
b. flx) =3x - cos x, untuk x =

ol Wi,

c. filx)=4tanx +x, untuk x =

Carilah turunan pertama dari:

a. y=sin3x c. y=sin(2x+3)
b. y=cos 4x d. y=cos(3x-2)
Carilah d_y dari:
dx
i 1 _ S
a. y=sin ¢ C. Y= Sinx
_ > -2
b. y =C0Ssx d Y = Cosx
d
Carilah d dari:
dx

o

a. y=cos’(3x-2) y=x?sin 3x

b. y=sin? (2 —x)

i

y =x?cos 2x

236
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Penggunaan Turunan untuk Menentukan Karak-
teristik Suatu Fungsi

1. Persamaan Garis Singgung pada Kurva

Perhatikan gambar berikut.

Titik P(x, y) adalah sembarang titik pada kurva y = f{x), sehingga koordinat titik P
dapat dituliskan sebagai (x, f{x)). Absis titik O adalah (x + /) sehingga koordinat titik O
adalah {(x + k), (fix + h)}. Jika h — 0, maka S akan menjadi garis singgung pada
kurva di titik P yaitu PS. Dengan demikian gradien garis singgung pada kurva di titik P
adalah sebagai berikut.

m = £1r13 tan ZQPR

_ hmf(x—i_hlz_f(x)

h—0
= '
Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

1. Tentukan gradien garis singgung dari fungsi f{x) = x* — 3x? di titik (-2, —20).

Penyelesaian

fx) =x*-3x?

fx) = 3x>-6x

/(=2 = 12+12
= 24

Jadi, gradien garis singgung f{x) = x* — 3x? di titik (-2, —20) adalah m = 24.

2. Jika diketahui f{x)=5— /x , tentukan gradien garis singgung kurva tersebut di titik
yang ordinatnya 3.

Turunan Fungsi 237




Penyelesaian

fix)y = 5-+x
3 = 5-/x

Jx =2 = x=4

fixy=5-~x =5-x2

oy _1Lv 1.1 _ 1
X)= —5x? = —5-— = —
0=~ b
- g - 1 _ 1
m = f4) = -——==—+
14 ri
Jadi, gradien garis singgung kurva fix) =5 — /x di titik (4, 3) adalah m = —%.

Persamaan garis singgung pada kurva di titik (x,, y,) dengan gradien m di mana
m= f’(x) adalah:

Y=y, =mx —x)

Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

Diketahui kurva f{x) = %x3 — 3x% Tentukan persamaan garis singgung dari kurva
tersebut yang mempunyai gradien —9.

Penyelesaian
— l 3 2
fix) = 3x - 3x

S@=130-3.20 =26

m o= ')
-9 = x>—6x
xX*—6x+9 =0
x-3? =0
x =3
y = 3
_ 1
= 3-33—3~32
=9-27 =-18

Jadi, koordinat titik singgung (3, —18).
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Maka persamaan garis singgungnya adalah:

y=y, = mx-x)

y+18 = -9x-3)

y+18 = 9x+27
y = -9x+9
y = 9x-1)

= 5
QLatlhan 8.4),

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Tentukan gradien dan kemudian persamaan garis singgung setiap kurva berikut
ini pada titik yang diketahui.
a. y=3xdititik (2, 6)

y=-Txdititik (1, -7)

y=x*dititik (3, 9)

y=x?—4x di titik (-1, 6)

y=x3—3x*+ 4 di titik (0, 4)

o a0 o

2. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut ini.
a. y=4x?padax=-1 d. y=%padax=1
b. y=3x*-5padax=2 e. y= 5Jx padax=4
c. y=x’padax=2

3. Tentukan persamaan garis singgung pada kurva berikut ini.
a. y=4xpaday=8 d y=x*-2paday=7

1

b. y=—2x2paday=—7 e. y= padayI%

o

X

o

y=+/x paday=2

4. a. Tentukanlah koordinat titik pada kurva y = x> — 5, sehingga garis singgung
kurva di titik itu mempunyai gradien 4.
b. Tentukan pula persamaan garis singgung di titik itu.

5. Carilah persamaan garis singgung pada kurva y = x> — 3x + 3, yang:
a. tegak lurusy =x + 6,
b. sejajar Sx +y =1.
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2. Fungsi Naik dan Fungsi Turun

240

Pengertian Fungsi Naik dan Fungsi Turun

Perhatikan gambar di samping.
fx)=9 —x2
fx)=-2x ¥

1) Bilax <0 maka f’(x) > 0 (gradien di setiap %\Q
titik positif). Terlihat grafiknya naik, maka &
dikatakan fungsi naik.

2) Bilax >0 maka f’(x) <0 (gradien di setiap
titik negatif). Terlihat grafiknya menurun,
maka dikatakan fungsi turun. S =9-x*

Menentukan Interval Suatu Fungsi Naik atau Fungsi Turun

Untuk menentukan interval fungsi f{x) naik adalah dengan menyelesaikan
pertidaksamaan f’(x) > 0. Demikian juga untuk menentukan interval fungsi f{x)
turun adalah dengan menyelesaikan pertidaksamaan f’(x) <O0.

Untuk lebih memahami, perhatikan contoh soal berikut.
Contoh soal

1. Tentukan interval-interval dari fungsi f(x) = x> — 4x agar fungsi:

a. naik,
b. turun.
Penyelesaian

) =x*-4x = f'x)=2x-4
a. Syarat supaya fungsi naik adalah:

S >0

24 >0 v

2x >4 2

b. Syarat supaya fungsi turun adalah:

fx) <0
2x—4 <0

2 <4 v

x <2 2

2. Ditentukan f{x) = %x3 — 2x* — 5x + 10. Tentukan interval agar:
a. kurvay = f(x) naik,
b. kurvay = fix) turun.

Penyelesaian

a. )= 1¥-2¢-5x+10 = f()=x-dr-5
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Syarat fungsi naik:

f'x)>0
X —4x-5>0
(c+ Dx—5) >0 v U
x+1=0 atau x—5 =0 -1 5
x =-1 atau x =25

Interval x agar kurva naik adalah x <-1 atau x > 5.

b. Syarat fungsi turun

1) <0
X—4x-5 <0
(x+ Dx—5) <0 I B
x+1 =0 atau x-5=0 _1 5
x =-1 atau x=25

Interval x agar kurva turun adalah -1 <x <5.

Nilai Stasioner dan Jenisnya
Perhatikan grafik berikut ini.

Y A B
[
\
I
1
[
i
C

a. Nilai stasioner pada A4 adalah f{5), jenisnya nilai balik minimum.
Jenis nilai stasioner sebagai berikut.

x b b b
f' () - +
T
min | >~ | — |

Jenis nilai stasioner sebagai berikut.

Nilai stasioner pada O adalah f{0) jenisnya nilai belok.

X 0" 0"
S ) + +
Jenis
belok / /
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c. Nilai stasioner pada B adalah f{c) jenisnya nilai balik maksimum
Jenis nilai stasioner sebagai berikut.

X c c ¢’
S ) + 0 -
Jenis
maks / \

Catatan:
b=, 0" dan ¢ artinya kurang sedikit dari b, 0, ¢ pada f'(x).
b*,0" dan ¢" artinya lebih sedikit dari b, 0, ¢ pada f'(x).
Untuk lebih jelasnya, pelajarilah contoh soal berikut.
Contoh soal

1. Tentukan nilai stasioner dan jenisnya dari fungsi berikut.

a. flx)= %x3— %x2+6x

b. Ax)=x3+9x2+24x + 8

Penyelesaian

a. flx)= %x3— %x2+6x

= f)=x*-5x+6
Syarat mencapai nilai stasioner: f”(x)=0
X¥*-5x+6 =0
x-3)(x-2) =0
x—3 =0 atau x—-2=0

x =3 atau x =2

—

x=3 - y=fix)=45

W N

x=2 — y=fix)=4
Untuk x =2 nilai stasioner adalah 42 jenisnya maksimum —s titik stasioner
maksimum (2, 43).
«  Untuk x = 3 nilai stasioner adalah 4 jenis minimum — titik stasioner

minimum (2, 45).
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2.

Untuk mengetahui jenisnya kita selidiki nilai fungsi di sekitar harga nol.

X 2- 2" 3 3 3"
x-2 — + + +
x-3 — - 0 +
f(x) + - - 0 +

Bentuk /\ \\/
grafik

b. flr)y=x*+9x2+24x+8 = f'(x)=3x>+18x +24
Syarat mencapai stasioner: f’(x) =0
3x2+18x+24 =0
3x*+6x+8) =0
3x+4)(x+2) =0

x=-4 atau x=-2
x=-"2= y=filx)=-12
x=—4 = y=flx) =32

e Untuk x = -2 nilai stasioner adalah —12 jenisnya belok — titik belok

(-2, -12).

*  Untuk x =—4 nilai stasioner adalah 32 jenisnya maksimum — titik stasioner

maksimum (-4, 32).

Untuk mengetahui jenisnya kita selidiki nilai fungsi di sekitar harga nol.

X -4 —4 4" -2 -2 2"
x+2 — — - - 0 —
x+4 - + + +
I N

Bentuk /\ \/\
gambar

Diketahui fungsi y = ax® + bx* dengan a dan b konstan, memiliki titik stasioner
pada titik (1, —1). Tentukan nilai a dan b.

Penyelesaian

y=ax’+ bx*

Syarat stasioner y'= 0
y = ax’+ bx?
y' = 3ax? + 2bx
0 = 3ax*+2bx

titik stasioner (1,—1)
berartix=1,y=-1
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3ax* +2bx =0
3a-1*+2b-1 =0
3a+2b=0......... (1)
y = ax’+ bx?
-1 =a 1’+b-1?
-1=a+b...... (2)

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh:
3a+2b=0 |x1|
atb =-1]|x2]
3a+2b=0
2a +2b =-2
a+0 =2
a =2
a =2 disubstitusikan ke persamaan (2)
atb = -1
2+b = -1
b =13

— =
QLatlhan 8.5),

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Tentukan interval agar fungsi berikut ini naik.
a. y=x>+5x-4
b. y=6+4x—x?
c. y=x>+3x*+5
d y= %x3— %x2+2x+2
2. Tentukan interval agar fungsi berikut ini turun.
a. y=2x>—-8x+3
b. y=1+9 —3x?
c. y=2+x>—4x+1

d y= %x3—2x2—5x+6

3. Tunjukkan bahwa fungsi berikut selalu naik.
a. flx)=x>—6x*+20x+1

b. f(x)=%x3+2x2+4x+9
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4. Tentukan nilai-nilai stasioner dan tentukan pula jenisnya fungsi-fungsi berikut
ini

a. flx)=x3-3x
b. flx)= %x3+ %x2—6x+2

3. Menggambar Grafik Fungsi Aljabar

Langkah-langkah dalam menggambar grafik suatu fungsi aljabar atau suatu kurva
sebagai berikut.

a. Menentukan titik potong dengan sumbu-sumbu Plaibetuns
. Ingat!!

koordinat (sumbu X dan sumbu Y). _

b. Menentukan titik-titik stasioner dan jenisnya (titik fx)=ax*+bx +c
balik minimum, titik balik maksimum, dan titik a>0dan D < 0 maka
belok). f(x) definit positif atau

c. Menentukan nilai y untuk x besar positif dan untuk f'(x)>0

x besar negatif.

Untuk lebih memahami cara menggambar grafik
fungsi aljabar, perhatikan contoh soal berikut.

Contoh soal
1. Gambarlah grafik kurva y = 3x* — x°.

Penyelesaian
a. Titik potong kurva dengan sumbu X, dipenuhi bila y = 0, maka diperoleh:
—-x*=0
xX2B-x)=0
x,=x,=0 atau 3—-x =0
x, =3
Jadi, titik potong dengan sumbu X adalah (0, 0) dan (3, 0).
Titik potong kurva dengan sumbu Y, dipenuhi bila x = 0, maka diperoleh:

y = 3xr—x?
= 3-0-0
=0

Jadi, titik potong dengan sumbu Y adalah (0, 0).

b. Mencari titik-titik stasioner, syarat f’(x)=0

y = 3x2-x3
y' =0
6x—3x*=0
3x2-x) =0

x=0 ataux=2
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Untukx=0 — y=0danuntukx=2 — y=4.

x=0 x=2
0 0 0" 2" 2 2"
V' — 0 + + 0 —
ik | e | T

Jadi, titik (0, 0) merupakan titik balik minimum dan (2, 4) merupakan titik balik
maksimum.

c. Untuk x besar positif, maka y = besar negatif.
Untuk x besar negatif, maka y = besar positif.
Sehingga grafiknya terlihat seperti gambar berikut.

YA
2,4)
N !
e
(0, 0) 2 o

2. Gambarlah grafik kurva y = x* — 4x3.
Penyelesaian
a. Titik potong kurva dengan sumbu X, dipenuhi bila y = 0, maka diperoleh:
xt—4x* =0
Xx-4) =0
x=0 atau x=4
Jadi, titik potong dengan sumbu X adalah (0, 0) dan (4, 0).
Titik potong kurva dengan sumbu Y, dipenuhi bila x = 0, maka diperoleh:

y = x*—4x
y=0"-4-0
=0

Jadi, titik potong dengan sumbu Y adalah (0, 0).
b. Titik stasioner, syarat f’(x)=0

f = x"-4x
S =0
4y — 12x*= 0
4x*(x-3) =0
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Untukx=0dipenuhi: y = 0*°-4.0°=0 = (0,0)
Untuk x =3 dipenuhi: y = 3*-4.33

=33-4
=27 = (3,-27)
x=0 x=3
0 0 0" 3 3 3
y — 0 - - 0 +

Bk | —— |

Titik (0, 0) merupakan titik belok horizontal dan titik (3,—27) adalah merupakan titik
balik maksimum.

c. Untuk x besar positif, maka y = besar positif.

Y Untuk x besar negatif, maka y = besar
positif. Maka grafiknya seperti tampak
pada gambar di samping.

—_—

(4,0)

0 (0, 0) 3

7

N

27

= -
QLatlhan 8,6)

1. y=2x
y=4-x

2

3. y=x"—2x
4. y=x

5

y=x —3x

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

Gambarlah grafik kurva-kurva berikut ini.

6. y=x"—6x"+9x
7. y=x(x-2)(x+3)
8. y=25x—10x"+x’
9. y=x(x+1)

10. y=3x" - 5x°
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Merancang Model Matematika dari Masalah yang
Berkaitan dengan Ekstrim Fungsi

1. Nilai Maksimum dan Minimum Suatu Fungsi dalam Interval
Tertutup

Untuk menentukan nilai maksimum dan minimum fungsi dalam interval tertutup
dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut.

a. Menentukan nilai fungsi pada batas interval.
b. Menentukan nilai stasioner apabila stationer dicapai pada x di dalam interval.
c. Menentukan nilai minimum dan maksimum berdasarkan hasil dari (a) dan (b).

Untuk lebih memahami, perhatikan contoh berikut.

Contoh soal

1. Tentukan nilai maksimum dan minimum untuk fungsi f{x) = 6x*> — x* pada interval
-1 <x<3.

Penyelesaian
Fungsi f(x) = 6x* — x* pada interval —1 <x < 3.
Nilai fungsi pada batas interval:
f=H=6(-1yY-(1y=6+1=7
f3) =63y -3)=54-27=27
Nilai stasioner fungsi:
f(x)=12x - 3x* = 12x - 3x*=0
3x(4-x) =0
x=0 atau x=4
x =0 di dalam interval (dicari nilai fungsinya)
x =4 di luar interval (tidak dicari nilai fungsinya)
f0)=6(0>—(0)°=0
Diperoleh f[—1) =7, f(2) = 16, f(3) = 27.

Jadi, nilai maksimum adalah 27 dan nilai minimum adalah 0.

2. Tentukan nilai maksimum dan minimum untuk fungsi f{x) = 2x — x? pada interval
{x]-1<x<2}.
Penyelesaian
Nilai fungsi pada batas interval.
D) =2-1)- (-1 =2-1=-3
f2)=22)- (2 =4-4=0
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Nilai stasioner apabila f’(x) = 0
fx) = 2-2x
0 =2-2x

2x =2

x =1

Untukx=1 — AD)=2-1-1=2-1=1

Jadi, nilai maksimum fungsi adalah 1 dan nilai minimum fungsi adalah 3.

2. Penggunaan Nilai Maksimum dan Minimum

Soal-soal cerita atau persoalan yang sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari
dapat diselesaikan dengan menggunakan stasioner yaitu nilai maksimum dan minimum.
Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal

1. Sebuah bola dilempar vertikal ke atas. Dalam waktu 7 detik ketinggian yang dicapai
oleh bola dengan persamaan 4(f) = 36¢ — 9£.
a. Tentukan waktu (¢) yang diperlukan sehingga tinggi bola maksimum.
b. Tentukan tinggi maksimum yang dicapai bola itu.

Penyelesaian

a. h(t)=172t-9¢

h'(t)y=72— 18t
Agar mencapai maksimum maka A'(f) = 0
h'(t) = 72— 18t
0=72-18¢
18t = 72
¢ = 12 = 4detik

b. Tinggi maksimum yang dicapai bola itu adalah:
h(t) = 72t — 97

72-4-9.42

=72.4-9.16

= 288 — 144 = 144 meter

2. Kita akan membuat kotak tanpa tutup dari sehelai karton yang berbentuk bujur
sangkar (persegi) dengan rusuk = 20 cm, dengan jalan memotong bujur sangkar
kecil pada keempat sudutnya, tentukan ukuran kotak supaya isinya sebanyak-
banyaknya.

Penyelesaian

Masalah di atas dapat dituangkan dalam gambar. Misalkan potongan persegi pada
sudutnya adalah x cm. Maka ukuran kotak yang akan dibuat adalah:
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panjang = (20 — 2x)
lebar = (20 —2x)
tinggi = xcm

X

--------- Sehingga volum kotak:
Volume = (20 — 2x)(20 — 2x) x cm?
400x — 80x% + 4x° cm?

Terdapat suatu fungsi x dari volume kotak:
v(x) = 400x — 80x? + 4x3
Supaya kotak tersebut mempunyai volume yang maksimum, maka:
vix) =0

400 — 160x + 12x?
12x* — 160x + 400
3x? —40x + 100
(3x—10) (x — 10)
3x—-10 =0 atau x—10 =0

_10
=73

Lo
o o o o

x=10

*  Untuk x =10, maka v (0) = 0, mendapatkan titik (10, 0) merupakan titik balik
minimum. Sehingga titik ini tidak memenuhi, karena yang diminta adalah volume
maksimum.

10 m) _ 16.000
27

+ Untuk v = 20 maka v (3 10 16.000

mendapatkan titik (? s H7 )
menunjukkan titik balik maksimum, sehingga supaya volume kotak yang dibuat
maksimum dicapai bilax = % . Atau dengan kata lain: karton tersebut dipotong
pada keempat sudutnya dengan bentuk bujur sangkar dengan sisi % cm. Jadi

ukuran kotaknya adalah:

panjang = (20 — 2. %)cm= % cm

lebar = panjang

tinggi kotak = % cm

7 =
chL.':ltlhan 8_7)

Kerjakan soal-soal dibawah ini dengan benar.

1. Tentukan nilai maksimum dan minimum dari fungsi f{x) = 2x — x> pada interval
{x]1<x<2}.

2. Tentukan nilai maksimum dan minimum dari f{x) = 2x*> — 8x pada interval -1 <x <4.
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3. Tentukan nilai maksimum dan minimum pada interval tertutup [1, 5] untuk fungsi
f)y=x+ 2.

4. Suatu kolam ikan dipagari kawat berduri, pagar kawat yang tersedia panjangnya

400 m dan kolam berbentuk persegi panjang. Tentukan ukuran kolam agar terdapat
luas yang maksimum dan berapa luas maksimum itu.

5. Jumlah dua bilangan adalah 20, hasil kalinya p. Tentukan hasil kali yang terbesar.

Penyelesaian Model Matematika Masalah yang Ber-
kaitan dengan Ekstrim Fungsi dan Penafsirannya

1. Turunan Kedua Suatu Fungsi

Turunan pertama fungsi y = f{x) adalah f’(x)= % , sedangkan turunan kedua

dan seterusnya.

2 3
ditulis £"(x) = % dan turunan ketiga ditulis " (x) = d df)c(3X)

Perhatikan contoh soal berikut ini.

Contoh soal
2

d
1. Tentukan . dari fungsi f{x) = x* —5x> + 7.

x2
Penyelesaian
flix) = X¥*-5x*+7

a:{i =3x2-5-2x = 3x*-10x
x

d>f(x)
2

= 3.2x-10-1 = 6x-10
dx

2. Tentukan turunan kedua dari y = %x“ + %x3 —5x* + 6.
Penyelesaian

y =%x4+%x3—5x2+6

% - Jar+ 23050040

2x3 4+ 2x2 — 10x

dzy
—= = 2.3x24+2.2x-10 = 6x*+4x-10
dx?
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2. Menentukan Nilai Kecepatan dan Percepatan

Apabila diketahui fungsi y = f{x), maka turunan pertama dapat ditulis y'= f’(x),
f ( )

f/(x) sering juga ditulis dan y'sering ditulis Zﬁ;

Apabila diketahui s = f{¢), maka turunan pertama dari s ditulis % = f'(t) =

limw. % merupakan besar kecepatan sesaat untuk setiap saat, atau

h—0 h
2
ditulisv= Z’t ataua = Z,}) Z f ,

di mana Z’t merupakan besarnya percepatan setiap
saat.

Untuk memahami lebih jauh tentang nilai kecepatan dan percepatan, perhatikan
contoh berikut.
Contoh soal

1. Jika suatu benda yang bergerak ditunjukkan oleh rumus s = 10¢ + 5#, dengan

Su+h) -1
h

menggunakan %llng , tentukan:

a. kecepatan pada setiap saat,
b. percepatan pada setiap saat.

Penyelesaian

a. s=10¢+57,

_@ _ hmf(t—i_h)_f(l)

VZdr T s h
{10(¢ + h)+5(t + h)*} — (10t + 5¢°)

= lim

h0 h
3 1m(10t+10h+5t2+10th+5h2)—(10t+5t2)
B h—0 h
_ 1 10t +10h + 5t +10th + 5h* —10t — 5¢
= 11m

h=0 h
-1 10/ +10th + 5h?
= lim

h—0 h
_ lirnh(10+10t+5h)

h—0 h

= }ling 10+10¢+ 5h

=10+10t+5.0
= 10+ 10¢
Jadi, kecepatan pada setiap saat = 10 + 10z
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b. v=10+10¢
v _ /D=0

a= dt h—0
}}n(}{IOHO (t+Z)}—(10+IOt)

i 10+10¢+10/2—-10—-10¢
= lim

h—0 h
~ limi0%
- h—0 h

= lim10 = 10

h—0

Jadi, percepatan pada setiap saat = 10.

Ditentukan jarak s meter yang ditempuh dalam waktu # detik oleh benda yang jatuh
dinyatakan oleh rumus s = 4£.

a. Hitunglah kecepatan jatuhnya benda pada saat r = 5 detik.

b. Tentukan pula percepatannya.

Penyelesaian

a. s=472
Kecepatan pada ¢ = 5 detik adalah:
v = 8¢
= 8.5 = 40 m/det
dv

b a= " =8
Jadi, percepatan pada t =5 detik adalah 8 m/detik®.

Jarak s meter yang ditempuh dalam waktu 7 detik yang dinyatakan dengan rumus
§=3f—-6t+5.

a. Hitunglah kecepatan pada saat # = 3.
b. Tentukan percepatannya pada waktu yang sama.

Penyelesaian
a. s=3£-6t+5

v=3 — 66

Kecepatan pada ¢ = 3 detik adalah:
v=61t-6
= 6-3-6 = 12m/det

_dv _

Jadi, percepatan pada ¢ = 3 detik adalah a = 6 m/detik?.
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e Teorema L'Hopital

Penggunaan turunan untuk menghitung bentuk-bentuk tak tentu limit fungsi dikenal
sebagai Teorema L'Hopital. Misal f(x) dan g(x) adalah fungsi-fungsi yang diferensiabel.

Jika g’ # 0 untuk setiap x # a dan jika lim féxi mempunyai bentuk 9 atau — padax =
xX—a g X O [eoe)

a maka:

AW

, dengan catatan lim S ,(x) ada
xoa g (.X')

tim 2 X i
x—a g(x) x—a g’(x)

Apabila lim% masih mempunyai bentuk tak tentu. Diteruskan dengan menggunakan
xX—a g x

turunan kedua lim J(x) = lim f,(x) =
x—a g(x) x—a g (X)

... dan seterusnya. Sehingga diperoleh nilai limitnya.

Contoh soal

Hitunglah limit berikut menggunakan teorema L'Hopital.

. sinSx
a. lim
x—0 X
7-1
b. limX
x—1 x_l
Penyelesaian
sin5x _ .. 5cos5x .. cos5x
a.  lim = lim = 5lim
x—=0 X x—0 1 x—0 1
— 5 .cosO _ ﬂ _5
1 1
7-1 7 7-1
b limx = hm—x = —
x—1 x_l x—1 1 1
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7 .
QLatlhan 8,8)

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan benar.

1. Jarak suatu benda yang bergerak dinyatakan dengan s = 2t> — 3, s dalam meter
dan ¢ dalam detik.

a. Carilah kecepatannya pada ¢ =5 detik.
b. Carilah percepatannya pada ¢ = 5 detik

2. Sebuah benda bergerak menurut lintasan sepanjang s meter pada waktu ¢ detik
dan dirumuskan dengan s = £ — 6t.
a. Carilah besarnya kecepatan dan percepatan benda sebagai fungsi ¢.
b. Hitunglah besarnya kecepatan dan percepatan benda pada saat ¢ = 2 detik.

3. Sebuah benda bergerak sepanjang garis lurus dirumuskan s = 16 — 2# + £ dimana
s dalam meter dan ¢ dalam detik. Tentukan nilai berikut:

a. panjang lintasan pada t=2 dant=4,

b. rumus kecepatan dan percepatan,

c. kecepatan pada ¢ = 2 dan percepatan pada ¢ = 3,
d. kecepatan pada waktu percepatannya = 0.

4. Sebuah benda diluncurkan ke bawah pada suatu permukaan yang miring dengan

persamaan gerak s = £ — 6¢* + 12¢ + 1. Tentukan waktu yang dibutuhkan agar
percepatan benda 48 m/det?.

5. Dengan teorema L'Hopital hitunglah limit-limit fungsi berikut.

.o x+3 . 2—2cos2x
a. lim o b. lim ————
x—>-3 x* =0 x—0 X

gRangkuman )

1. Jika diketahui fungsi f{x), maka turunan pertamanya didefinisikan:

fx+h)—f(x)
h

f(6)= lim
2. Turunan dari f{x) = x", adalah f'(x)=nx""', n€ R.

flx) = ax”, adalah f’(x) =a n x""!, a konstan, n € R
3. Jika kurva y = f{x), maka gradien garis singgung kurva tersebut di x = a adalah:

f'(a) = lim f(a + h]z — f(él)

h—0
Persamaan garis singgung dari kurva y = f{x) melalui (x , y,) adalah:

(y_y1) = m(x_xl) atau (y_y1) = f,(xl) (x_x1)
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4. Rumus-rumus turunan fungsi aljabar:

a. Jikay=u-+v, makay'=u'+v’

b. Jikay=wu—v, maka y'=u'—v'

c. Jikay=uv, makay'=u'v+uv’
u'v—uw

d. Jikay= %, maka y'= "

e. Jikay=uw", makay'=nu""'u', di mana u = fix)

5. Turunan fungsi trigonometri
a. Jikay =sin x, maka y’'=cos x
b. Jika y = cos x, maka y'=—sin x

6. Fungsi f{x) dikatakan naik jika f’(x) > 0, dan fungsi f{x) dikatakan turun jika
f'(x)<0.

7. Fungsi f(x) dikatakan stasioner jika f’(x) =0
Jenis titik stasioner ada 3 yaitu:
a. titik balik maksimum,
b. titik balik minimum, dan
c. titik belok horizontal.

8. Untuk menggambar grafik y = f(x) dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut.
a. Menentukan titik-titik potong grafik fungsi dengan sumbu-sumbu koordinat.
b. Menentukan titik-titik stasioner dan jenisnya.

c. Menentukan titik-titik bantu (menentukan nilai y untuk x besar positif dan
untuk x besar negatif).

9. Turunan kedua dari suatu fungsi y = f(x) adalah turunan dari turunan pertama

dan diberi lambang;:
s Ay A2
AU x> dx?

10. Dari suatu lintasan s = f{¢), maka berlaku:

ds

kecepatan = v = dr

ds _ dy
dr? dt

percepatan = a =
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WIC_ Evaluasi )

1. Pilih salah satu jawaban yang paling tepat.
1. Jika diketahui f{x) = 3x* — 2x? — 5x + 8, nilai dari f’(2) adalah ....

a. 13 d. 33
b. 21 e. 49
c. 23

2. Turunan dari f{x) = % adalah f'(x)=....

a. Xﬁ . Xﬁ
b -3 6

. 2xﬁ c. xﬁ

-3
C. 4xﬁ
3. Diketahui fungsi A(x) = x> + 3x, maka k(i + £) — h(¢) adalah ....

a. 2i+3 d. £#+3t
b. 2t+4 e. P+5t
c. 52

4. Rumus untuk f’(x) jika f{x) = x — x? adalah ....

a. 1—x d x*-Xx*
b. 1-2x e. x—2x?
c. 1-2x%°

5. Fungsi flx) = x* — 6x* + 9x + 2 turun untuk ....
a. 2<x<6 d 0<x<2
b. 1<x<4 e. 1<x<2

e. 1<x<3

6. Grafik dari f{x) = x* — x* — 12x + 10 naik untuk interval ....
a. 3<x<=22 d. x<2ataux>-3
b. 2<x<3 e. x<-3ataux>-2

c. x<-2ataux>3

7. Grafik fungsi f{x) = x (6 — x)? akan naik dalam interval ....
a. x<0Oataux>6 d x>6
b. 0<x<6 e. x<6

e. x<2ataux>6
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Fungsi f'yang dirumuskan dengan f{x) = x* — 6x> + 9x + 2 turun pada interval ....
a. —1<x<2 d 1<x<0
b. 2<x<1 e. 1<x<4

e. 1<x<3

Titik-titik stasioner dari kurva y = x* — 3x2 — 9x + 10 adalah ....

a. (-1,15)dan (3,-17) d. (1,-1)dan (3,-17)

b. (-1, 15)dan (-3, -17) e. (3,-17)dan (-2, 8)

c. (1,-1)dan (-3,-17)

Persamaan garis singgung kurva y = x* — 4x di titik yang absisnya 1 adalah ....
a. x—y—-2=0 d x+2y+1=0

b. x+ty+2=0 e. 2x—-2y+1=0

c. 2x+y+1=0

Persamaan garis singgung kurva y = x? — 4 yang tegak lurus garis x — 2y +4 =0 adalah ....

a. 2x+y+5=0 d x+y+2=0
b. x+2y+5=0 e. 2x—-y-5=0
c. x—-2y-5=0

Turunan dari f{x) = 2 sin 5x adalah f'(x)=....
a. 2cos 5x d. 5cos5x

b. 10 cos 5x e. —2cos 5x

c. —10 cos 5x

Jika f{x) = sin® x, maka nilai x yang memenuhi f”(x) = % adalah ....

Fid

a. T d. 6
n T

b. 3 e 17
n

c. 3

Jika f{x) = 2 sin x + cos x, maka f’(%)=

a. —1 d 2
b. 2 e. 0
c. 1
G 3 dy _
Jika y = cos x,maka R
a. —3sin 3 d. _3 sin 3
X 2 X
2 0 3 2 o3
b. 3 sin . e. 3 sin .
c. 3 sin 2
x2 X

Matematika SMA dan MA Kelas XI Program IPA




16.

17.

18.

19.

20.

1I.

Fungsi f{x) yang ditentukan oleh f{x) = (x* — 1)* dalam interval —1 <x < 1 mempunyai
nilai minimum dan maksimum berturut-turut adalah ....

a. 4dan0 d. 0dan2
b. —1dan2 e. 0dan4
c. 2dan4

Fungsi f(x) yang ditentukan oleh f{x) = x* + ax* + 9x — 8 mempunyai nilai stasioner
untuk x = 1. Nilai ¢ adalah ....

a. -6 d 2
b. 4
c. 2

Nilai maksimum dari y = x* — 3x + 2, pada interval -2 <x <2 adalah ....

a. 6 d 3
b. 5 e. 2
c. 4

Jumlah dua bilangan x dan y adalah 96. Jika x*y maksimum maka nilai x adalah ....
a. 30 d. 20

b. 25 e. 15

c. 24

Diketahui keliling suatu persegi panjang (2x + 20) cm dan lebarnya (8 — x) cm. Agar
luas persegi panjang maksimum maka panjangnya adalah ....

|

a. 3cm c. 45 cm
b. 3% cm d. 9cm
c. 10cm

Kerjakan soal-soal berikut ini dengan benar.
Tentukan turunan fungsi di bawah ini pada titik yang diberikan.
a. filx)=x3+4x -1 padatitikx=0danx=1
x + 1 1
b. fix)= T pada x = 4 dan x =1

Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut

3
a. y=2x2—3x—x7

b. y=3x (x*+ 2x)
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10.

Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut.

a. y=@x2+5x)(2x*—6x+1)
1 4
b. y= (xz_x“)gx} +27)
c. fix)=(@*+8)"
d fx)=x? —2x +3
Tentukan turunan pertama dari fungsi-fungsi trigonometri berikut.
a. flx)=cos (x*+ 1)
b. flx) =6 cosec x

cos Xx
c. f(x)_l + sin x

d. fix) =x?secx

Suatu fungsi didefinisikan oleh f{x) = x* — 2x2 — px — 5. Jika fungsi itu memiliki nilai
stasioner untuk x = 5, tentukan:

a. nilaip;

b. nilai stasioner untuk fungsi f{x);

c. titik stasionernya.
Tentukan titik stasioner dan jenisnya dari fungsi f(x) = 2x* + 3x2 — 12x + 6.
Gambarlah kurva y = (x — 1)* (x + 2).

Carilah persamaan garis singgung pada kurva y = x* — 5x + 7 yang tegak lurus garis
x+3y=09.

Tentukan bilangan cacah yang jumlahnya 16 agar hasil kali salah satu dengan kuadrat
bilangan lainnya menjadi maksimum.

Suatu persegi panjang diketahui keliling = (2x + 24) cm dan lebar = (8 — x) cm. Agar
luasnya maksimum, hitunglah panjang, lebar, dan luas persegi panjang.
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