Bagaimana kalian menentukan luas atap dan sawah tersebut? Kalian dapat

menentukan luas atap dan sawah terasering tersebut dengan menggunakan
fungsi pendekatan. Dalam matematika fungsi pendekatan dapat dipelajari pada limit
fungsi. Dengan limit fungsi kalian dapat menentukan luas suatu daerah yang
bentuknya tidak tentu.

Setelah mempelajari materi ini kalian diharapkan dapat; menghitung limit fungsi
aljabar di satu titik serta menghitung limit fungsi aljabar sederhana di satu titik,
serta menggunakan sifat limit fungsi untuk menghitung bentuk tak tentu fungsi
aljabar.

Coba kalian perhatikan gambar sawah terasering dan atap rumah di atas.

Peta konsep berikut memudahkan kalian dalam mempelajari seluruh materi pada bab ini.

menghitung

menghasilkan

menghitung

Dalam bab ini terdapat beberapa kata kunci yang perlu kalian ketahui.

1. Limit 5. Bentuk Tak Tentu

2. Fungsi Aljabar 6. Teorema Limit

3. Limitdi Satu Titik 7. Turunan

4. Limitdi Tak Hingga
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Materi mengenai limit fungsi merupakan bagian dari
pengantar kalkulus, yaitu mengenai hitung diferensial dan hitung
integral. Teori limit ini menjadi dasar-dasar kalkulus di mana
hal tersebut memakai konsep dengan definisi yang dirumuskan
oleh Augustin — Louis Cauchy. Sebelum mempelajari materi
ini sebaiknya kalian mempelajari dan mengingat kembali materi
aljabar tentang pemfaktoran.

Limit Fungsi di Satu Titik

~<

Pengertian limit fungsi merupakan pengertian dasar hitung
diferensial dan hitung integral. Perhatikan contoh di bawah ini
untuk dapat memahami pengertian limit.

=3

2
Fungsi f didefinisikan sebagai f{x) =u. Jika
¥-2

variabel x diganti dengan 2 maka f(2) = % . Akan tetapi, adakah

suatu bilangan yang akan didekati oleh f{x) jika nilai x mendekati
27 Perhatikan Tabel 4.1 dan Gambar 4.1.

Tabel Nilai fungsi f{x) = % untuk x mendekati 2
LS5 L9 | [1.999° |52 000« | 2.001 2,01 " 2.1 250 13 4
3 4 4998 el 50004 5 008 85 6 i 9
S=f 2*;:;"? Dari tabel dan gambar, kita dapat
memperoleh kesimpulan f{x) :2)(2;#

mendekati 5 jika x mendekati 2, baik didekati
dari sebelah kiri (disebut limit kiri) maupun
didekati dari sebelah kanan (disebut limit
kanan). Sehingga dapat dikatakan bahwa f{(x)

ﬁb‘wm&ua\qm@

"4 5678 o x mendekati5 untuk x mendekati 2, dan ditulis:

Gambar Grafik fungsi f(x) ) 2. =
lim f(x) =5 < lim Lo )
25 —3x -2 x—2 x—=2 x—2
T
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Pengertian Limit Kiri dan Limit Kanan

Limit f{x) = L mengandung arti bahwa x mendekati dari
dua pihak, yaitu:
1. x mendekati a dari pihak kurang dari @, yang disebut

mendekati a dari kiridan ditulis  lim  f(x) = L.
x—a
2. x mendekati ¢ dari pihak lebih dari a, yang disebut

mendekati ¢ dari kanan dan ditulis lim  f(x) = L.

+
X —=>da
Sehingga limit fungsi dapat didefinisikan sebagai berikut.

lim fix)=L < lim fix)=L dan lim fix)=1L
x4 +

xX—a xX—>a
atau
lim fix)=L < lim fix)(limitkiri)= lim #x) (limit kanan) = L,
x—a X—>a— x_>a+

E Limit Fungsi Aljabar di Satu Titik

e vowe s e wnon aa=pi{x) untukx=»a

Kita dapat menyelesaikan limit fungsi f{x) untuk x — a
dengan menggunakan cara substitusi, yaitu dengan
mensubstitusikan nilai x = a ke dalam f{x). Apabila diperoleh:

fla) = h (tentu), berarti lim fix)=h

h X—>a
fla)= —=co (tentu), berarti im f(x) =
0 x—a
flay= 0. 0 (tentu), berarti lim fix)=0
h x—a
fla)= % _ 2 _w-w (disebut bentuk tak tentu)
o0
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Limit bentuk tak tentu dapat diselesaikan dengan cara berikut.

a.  Bentuk f{x) difaktorkan sehingga fi«a) # g , kemudian nilai
x = adisubstitusikan lagi.

b. Bentuk f(x) dikalikan dengan sekawan pembilang atau
penyebut sehingga fla) = %, kemudian nilai x = a
disubstitusikan lagi.

Selesaikanlah bentuk limit di bawah ini.

. -4
a lim (2x+3) d lim ——
x—3 x=2 x* - 5¢ +6
2 —
b.  lim X -2 e. lim ﬂ
x=2 Ix — 4 x=0 3\/;
2
¢ fim X1 i
=1 x+2
2 -
lim (x +3x 24 (x + 2)
x—>-2 x4+ 8x +12
Jawab:
a lim 2x+3)=2x3+3=9
x—3

b pim ¥ -2_3x2-2_10__

x>2 2x—-4 2x2-4 0

c.  lim = = =—=0
x>l x+2 1+2 3

2 2
4 lim X4 A2 =
x—2 xz ﬁ5x+6 ZL_SX2+6

:% (disebut tak tentu)
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Cara penyelesaiannya adalah sebagai berikut.

lim _ X -4  _ lim (-2)(x+2)

2 02 _ 5x+6 *32(x-2)(x~3)
_ lim x+2

x—=2 ¥—3

2+2 4

1

= tf

I
=
B

. X—
€. lim
x—0 %/; x—0

= lim
x—0 E3

=0-0=0
2
" lim (x* +2x = 2D (x + 2)

x—>-2 x* +8x +12

(x +0)x —4)(x +2)

Il
—
=
]

x»-2 (X +0)x+2)

lim x—4=-6

T x>-2

Selesaikan bentuk limit di bawah ini.

g lim 2
L == sy b -3
Jawab:
a lim 2 = 9(taktentu)

=2t +4 0
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lim

Vxi—4

x+2
%

N il e

PiLatihan 4.1

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan tepat.
Hitunglah nilai dari limit fungsi berikut.

1l

a.

lim (3x-1)

x—=>1

lim V16+ x>
x—3

lim 4/3x-2

x=>2
P21

um
x—2 3x—4

. Sx+1
lim
2 x—2

S5+x

x5 1—3x

i (x+2Wx" -4
lmi

(=4

L (x+2x -4
lim —=~

2 (x+2)(x-2)

Vxi-4

x-2

x>2

lim

x=—2

i +4)

3+3=6

» Dimensi

Matematika

Meningkatkan Sikap Kritis
Siswa

Menurut kalian apakah arti
limit secara bahasa? jelaskan
dengan kata-kata kalian
sendiri.

_0,
=B

lim (x* - 2x+1)
x—-1

lim 7+ 2x*

x—3

. 3x-1
lim
-2 1—-2x
. l+6x
lim
x>0 5x—2

Unfiled Notes Page 7
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2. Limit Fungsi f: x = f{x) untuk x — «©
Bentuk limit fungsi aljabar dengan variabel mendekati tak

hingga yang sering dijumpai adalah lim J(x) dan lim fix)
x—o0 &(x) x—>o0
g(x). Dengan substitusi kedua bentuk limit itu akan diperoleh
bentuk tak tentu, sehingga dalam menyelesaikan limit fungsi
aljabar yang variabelnya mendekati tak hingga (tak tentu) diubah
menjadi bentuk tentu dapat kita gunakan cara berikut.

a.  Membagi Pangkat Tertinggi

Bentuk lim £ diselesaikan dengan cara membagi
x—>w gX)
pangkat tertinggi dari pembilang dan penyebut.
b.  Mengalikan dengan Faktor Sekawan

Bentuk lim (f{x) — g(x)) diselesaikan dengan cara
X—>o

SAx) + gx)
Sx) + glx)

mengalikan sekawannya, yaitu sehingga bentuk

limitnya berubah menjadi

2 2.
Tim (f(x) — g()= lim L2 28

x—m x—e0  f(x) +glx)

Selanjutnya dilakukan dengan cara yang pertama lagi.

Hitunglah nilai limit berikut.

. 2x? —x— : i i
x B 6 Dimensi :
x>0 X+4 Matematika
; % —4x+3 Mencari Informasi Lebih
b. lim 4 2 Lanjut
x—o 3t 202 43¢ +1
Coba carilah materi ini di
; Sx+2 ; :
& lim internet untuk membuktikan

o \/x2 -3+ \/4)52 +7Tx kebenaran kedua cara
menghilung limit fungsi
aljabar
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b.

C.

) x2 —dx +3
lim

x>0 3% —2%? 4 3x +1

lim Sx+2
e Syt 30 Jaxt £ 7x

Sx+2

= lim

x—)oc3_7 3

= lim

. Sx+2
= lim—
X0 3 7
Jl——z +x‘/4+—
X X

5x+E

- l‘im—x
' /1—i+ ,44—2
x x

L W-sz[l_;}\/f[“z]
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2

Sx+
m—- %
= X% 3
JI~ "-+,,4+ !
0 00
540 5 2

— — =]_
JI-0+/4+0 ~ 142~ 3

Hitunglah nilai limit berikut.
a lim (\/x2 +2x -—\/xz = Zx)
(,i‘x +3-x+ 2)

b.

lim
X —>00

Jawab:

a  lim (\/x2 + 2x —\/xz - 2x)

X—o0

2 2
lim (sz + 2x—Jx2— Qx)x \/x- s \/x, —2x
X = Vx2 +2x +4/x% —2x

o (x2+2x)—(x2~2x)
- 11113 -Jx2+2x+\/x2—2x

Dimensi

. 4x
=[x 4 2x 44 —2x—1

Matematika

Meningkatkan Sikap Kritis

, 4 Siswa
lim —————

= X 2 2 . -
j P N ) Bagaimana menyelesaikan
x X bentuk limit tak hingga dari
pecahan yang pembilang dan
lim < penyebutnya dalam bentuk
Toow Jlro+Afl—0 2 ;l;la:':nll(emukakan pendapat

Matematika XI IPS SMA/MA
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b Jim(fr+3- /¥ +2)
= lim (\/? F)

X =300

lim (x+3)—(x+2)

R L Ry )

lim !

Y

s|—

lim —"——
Xy 3
\l x \l }C X

- lIm—————

o f1-0 +\ﬁ1+

BiLatihan 4.2

3+4x+2

x+3+¢x+2

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan tepat.

1. Hitunglah nilai dari limit fungsi berikut.

a lim (3x-1)
x—1

b T
x—=2 3x—4

c. lim x+5
x=3 x2 -9

2. Hitung nilai limit fungsi berikut.

a  lim (V2x+4 - v2e-1)

X—r®0
b lim (V3x—1-x+2)
X—>00

2 —
A
x—=2 x+3
: 2x — 1
€. lim

x>-1x2-2x+1

Bab 4| Limit Fungsi
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Perhitungan limit fungsi dan caranya telah kita pelajari pada
materi sebelumnya. Dalam menghitung nilai limit, kita
menggunakan beberapa sifat yang bisakita peroleh dari teorema
berikut.

158 Matematika XI [PS SMA/MA

Unfiled Notes Page 13




Teorema 1

Jika m dan b adalah sembarang konstanta maka

lim (mx +b)=ma+b.
x—a

lim Bx+4)=3x2+4=10

x—2

Teorema 2

Jika ¢ adalah konstanta, maka untuk setiap sembarang
bilangan a berlaku: lim c=c.

X—a

lim 5=5
x—>2
Teorema 3

Jika f(x) = x, maka lim x=a.
xX—=a

lim x=7
x—>7
Teorema 4
Jika lim f{x) =L dan lim g(x)= A4 maka:
X—=a x—=a

lim f(x) £ g(x)=L £ M.

X—>a

a  lim (2x+7)= lim 2x+1lim 7=4+7=11
x=2 x— x=2

b lim (10-3x) = lim 10— lim 3x =10-9 = 1
X—> x—=>

x—3

Bab 4| Limit Fungsi
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Teorema 5

Jika lim f(x)= L dan limg(x) = M maka
X—a

x—>a

lim f(x)-g(x)=L-M
x—=a

]irrll x(2x+4)

= limxlim 2x+4)

52 x2

=)@ =16
Teorema 6
Jika lim f{(x) = L dan » sembarang bilangan positif maka:

xX—da

lim (fix)yt=1"
xX—a

lim (x + D* = (3)* =81

x—2
Teorema 7
Jika lim f(x) = L dan lim g(x) = M, M = 0
x—=a x—da

i S _ L
maka;ﬂla o ar

lim 2x
lim & _ X _3
x—23x-1 lim B3x-1) 5
x—2

Teorema 8

Jika lim f(x) = L maka lim %/f(x) =4/L.
Xx—a X—>a

Dengan syarat,
a. L > 0untuk » bilangan bulat positif.
b. L <0untuk # bilangan ganjil positif.

Matematika XI IPS SMA/MA
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lim ¥9x = lim 327 =3
x—3 x—3
Teorema 9

Jika ¢ € R; R himpunan bilangan real, a # 0 maka

Teorema 10

Jika n e bilangan bulat positif maka lim Yx =%a.

X—=ra

lim 3x =38 =2

x—8

B Latihan 4.3
Selesaikanlah soal-soal di bawah ini dengan menggunakan teorema limit.

I a lim (2x-5) d. lim 2x—4)
x—3 x—a
b. lim 7 e lim 7
x—>3 x—>a
¢ lim x f. lim x
x—5 x—a
2. a lim 5x(2x+2) d.  lim (4x+5)
x—2 x—a
b lim (x-2)° e lim 3x(x+2)
x—4 x—>a
S5x+4 : 2
G f. lim 3x{x+2
x—>3 2x—5 xl_,a (I )
1 . :
g ;]inz Bx-7)2 i ;E])]Q, (x +3) (3x - 1)
h lim [2=3%)( -9 i lim (¥ —3x+4)
x—2 x—3
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7. Tentukan nilai limit berikut.

a  lim (\/5x+1_\/3x+7)

X~

b lim (,/(x+1)(x+3)-x]
c. lim (,/(2x_1)(x+2) ~(x2 +1)

d lim ((317—2)— o —2.r+5)

8. Tentukan nilai limit berikut.

a limvx?-5x—x-2

B

b. lim (x—\/}c2 —2x)

X—dr

= 1[\_1;11 (,/(x+ a)(x+b)— x)

d. lim (sz2 +5x+8—+2x? +2x—l)

X—>~

Menghitung Limit Fungsi yang Mengarah ke
Konsep Turunan

Turunan dari fungsi f{(x) adalah /'(x). Fungsi f'(x) dapat
ditulis dalam bentuk limit fungsi, yaitu f '(x) =

lim if(X‘Fh)—f(X) ]

h—0 h

Apabila f mempunyai turunan untuk tiap-tiap anggota dari
domain [ dengan DD € R; R himpunan bilangan real untuk «, b,

... € Dmaka

fr W) = k—0

lim f(b‘H‘()*f(b)

r® =5 h

lim —f(a+k;7f(a)

Bab 4| Limit Fungsi
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Untuk tiap-tiap anggota dari [ diperoleh nilai /' yang sesuai.
Dengan demikian diperoleh fungsi baru ' dengan domain D
yang disebut fungsi turunan dari f. Jadi, fungsi turunan f
ditentukan oleh rumus

. fle R~ f(x)
t s ] B
f(x) — lim P

h—0

Diketahui fix) = x? + 3. Tentukan lim )68

h—0 h

Jawab:
lim fEAA - f(X) _ fim (B +3) - (% +3)
h—0 h ~ h-0 h

_ lim x> +2h+h*+3-x2-3

~ h—>0 h

- lim 2hx +h*

~ h—>0 h

— lim M

T h=0 h

=2%+0 =2x

Apabila f(x) = 2x? - 1, tentukan lim M

h—=0
Jawab:
lim S+ -
h—0 h
im Cac R D -@x -1
= h-0 Y
lim 207 +3x7h+3xh" +10) = 1-2x° +1
~ h>0 h

- 2x° +6x2h+6xh> +2h° —1-2x° +1
= 0 h
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6x2h +6xh> +2h°

— lim
h—0 h

_ lim h(6x> +6xh +2h)
h—0 h

= 6x2 + 6x (0) + 2(0) = 6x2

Apabﬂaf(x) = 3_)(2 maka tentukan lim Jx) = (5 .
h—=5 x-5
Jawab:
lim SO-SO)  _ pyy S-S
h—5 ¥—5 h5 -
» Dimensi im P39
Meningkatkan Sikap Kritis = T 3¢ w2 _ 52)
Siswa e —(x s

Jelaskan peranan bentuk limit
dalam ilmu sosial terutama
dalam bidang ekonomi.

= lim 3+ =5
h—5 (x=5)
= lim 3(x+35)
h—5
PiLatihan 4.4 =3(5+5) =3-10=30

Kerjakan soal-soal di bawah ini dengan tepat.

1. Tentukan lim M, Jika diketahui:
h—0 h

a fx)=-22+5 e fXi=x+2x-8
b. fi)=5c3-4 f. fo=d-Vx2+7
c. ﬂx):Lz g f=32+6

X
d f)=.x h fly=x2+5x+6

Bab 4| Limit Fungsi
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2. Tentukan lim /&~ /@ jika:
h—»a X—4a

a  fix)=5x2— 1 untuk x 2
b.  fix)=x+ x untuk x— 1

c f(x):%lmtukx—ﬁ
d  fx)=2x2+2x+ | untuk x ® -2
Dy
- lumukx=1
xX+2

e. flo=

3. Selesaikan soal berikut dengan menggunakan rumus Eimé w :
i

jika diketahui:

a fixy=2x+3 €. _f(xz,_lﬂ
X2
2

b. fix)=5x-2 )= .
i AES

c. fl)=22+3x-1 2 ==

d fx)=5-2x-» h. ﬂx)=-%_
.

J
M Rangkuman

1. lim fix)=L < lim fix) (limitkiri)= lim #{x) (limit kanan) = L.
x—a x—>a x—a’

2. Nilai lim f{x) setelah disubstitusikan diperoleh:
xX—>a

a  fla)=h, berarti lim fx)=h
xXx—a

(i [

b. fla)= — =¥, berarti lim flx)=¥

X—a
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‘ Tugas Perorangan

Tentukan nilai darilimit fungsi berikut.

3_
1. lim V2+x —2-x 3 o D =0y

lim
x—0 X x4 332 L Ay
4 _o.3 2 g
2. lim 2x" - 8x” + 2x 4 im (x 3)(J;+J§)

T

Setelah kalian mempelajari bab ini, manfaat apakah yang kalian rasakan dari
materi limit? Buatlah dalam bentuk laporan.

Uji Kompetensi

Pilihlah jawaban yang paling benar dengan cara memberi tanda silang
(X) pada huruf a, b, ¢, d, atau e.

it T2
1. Nilai M \/;_3 adalah ....
a 0 d. 3-43
b. 3 €. 3+\/§
¢ 3

. xt+x-6
2. Nilai im —————adalah ...
=3 x+3

a -9 d —-——

-5 e. 0
15

C. ——

4
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~
3. Nilai lim W adalah ....

x—0
4
a 0 d Ta
a
b. 5 € ©
c. 24
b
oo E 2x +1
4. Nilai lim ————— adalah....
xa,% 2-.J4x +6
a 4 -1
b. 2 e. -2
c. 0O
5. Nilai lim —~—__ adalah
; o=
1
& ST d. EWEd
1
b, 847 € J_7
c. 2J7
. Jl+x - JI—x
6. Nilai lim ———— adalah....
x—0 X
a 0 3
b. 1 e. 4
C.. 2

Bab 4| Limit Fungsi
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10.

Nilai lim ! L2 adalah ....
¥33x=3lx=7 x=11
1 1
& —gg & =
1 1
b. —"2_4 e .2_4
c. O
. \fxz +3-x-1
Nilai lim “—————— adalah ....
x—1 1-—x
1 1
a. —5 d. Z
1 1
b. —Z €. E
c. 0
L Jl+x =1
Nilai lim ————— adalah....
r—0 M+x-1
3
. d =y
a 0 3
b : 2
-3 e.
. 2
“ 3
2 4x
Nilai lim adalah ....
x—01+2x -/ - 2x
a 0 4
b. 1 e o
c. 2
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11. Nilsi lim adatdh.....
x—=3 ,\/_;*,\/3_'
1 = d
—2D
a. 6 .
1
b —\E e.
3
el |
A L e Lk B
x—»3 x- -9
1 d
a. 3 .
ol
2 9 c.
c. 0
. ¥ +(3-a)x-3a
13. Nilai lim adalah ....
X—ra x —_ a
a a d.
b. a+1 €.
c. a+?2
14. Nilai lim x+yx adalah ...
x=0 .\/;
a 0 d.
b. \/5 e.
& 5

Jx) - 73

B3| —

a+3
a+4

15. Jikaf(x) = x2, maka ;111;13 -3 adalah ...

a o«
b. 0
¢ 3

d.
€.

6
9
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16.

17.

18.

19.

20.

172

Nilai lim 2% ~19 agalah ...
=3 x 45
a =2 1
b. -1 2
c. 0
Nl By — ‘E adalah ...
x—= — X
1
0 4
. 1
C 4
o A3 +8x—3 —\Jax’ + 9
Nilai lim adalah ...
x—-52 X — 2
B 4 5
a. 5 E
0 o0
2
C. 5
lim 2x-2-2
s i v .
Nilai 1] \/ﬂ 3 adalah ....
a 0 1
2 3
% B 3
2
C. 3
. - 27
Nilai 1m 5 3 adalah...
a 9 36
b. 18 45
e 2
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